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Mở đầu

Cho R = K[x1, . . . ,xn] là vành đa thức n biến trên trường K và G = (V,E) là đồ

thị với tập đỉnh V =V (G) = {x1, . . . ,xn} và tập cạnh E = E(G). Ta luôn giả thiết

rằng đồ thị G không có đỉnh cô lập, nghĩa là tất cả các đỉnh của G đều nằm trong

ít nhất một cạnh. Iđêan cạnh của G, kí hiệu bởi I = IG, là iđêan của R sinh bởi

tập các đơn thức không chứa bình phương xix j sao cho {xi,x j} ∈ E.

Một vấn đề được nhiều người quan tâm là tìm tập iđêan nguyên tố liên kết của

lũy thừa của iđêan cạnh, nghĩa là tập

Ass(R/Ik) = {p⊂ R | p là iđêan nguyên tố và p= (Ik : c) với c ∈ R},k ≥ 1.

Ta đã biết rằng vì I là iđêan đơn thức trong vành đa thức R nên các iđêan nguyên

tố liên kết cũng là iđêan đơn thức sinh bởi tập con của tập các biến. Các iđêan

nguyên tố liên kết với I tương ứng với tập các phủ đỉnh tối thiểu của đồ thị G và

Min(R/I) = Ass(R/I), trong đó Min(R/I) là tập các iđêan nguyên tố tối thiểu

của I. Đối với iđêan cạnh, ta luôn có Ass(R/I)⊂Ass(R/Ik) với mọi số nguyên k.

Trong trường hợp dấu bằng xảy ra với mọi k thì I được gọi là xoắn tự do chuẩn

tắc. Trong [1], M. Brodmann đã chứng minh rằng tập Ass(R/Ik) là ổn định với

k đủ lớn, nghĩa là tồn tại số nguyên dương N1 sao cho Ass(R/Ik) = Ass(R/IN1),

với mọi k ≥ N1, và số N1 nhỏ nhất thỏa mãn tính chất trên được gọi là chỉ số ổn

định của I. Mặc dù người ta đã chứng minh rằng Ass(R/Ik) là ổn định với k đủ

lớn, nhưng dáng điệu của Ass(R/Ik) với k nhỏ thì lại thất thường. Hơn nữa việc

tìm tập ổn định Ass(R/IN1) là rất phức tạp bởi một điều là các iđêan nguyên tố p

liên kết với lũy thừa nhỏ hơn của I lại không nhất thiết liên kết với lũy thừa lớn

hơn của I. Đối với iđêan I, nếu p ∈ Ass(R/Ik) kéo theo p ∈ Ass(R/Ik+1) với mọi

k ≥ 1 thì ta nói rằng Ass(R/Ik) tạo thành dãy tăng. Tuy nhiên, rất ít lớp iđêan

thỏa mãn điều kiện này.
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Kí hiệu Ik là bao đóng nguyên của Ik. Iđêan I được gọi là chuẩn tắc nếu

Ik = Ik với mọi k ≥ 1. Theo trên, rất ít lớp iđêan I sao cho Ass(R/Ik) thỏa mãn

điều kiện dãy tăng. Tuy nhiên, điều kiện này là đúng cho bao đóng nguyên, nghĩa

là nếu I là iđêan trên vành giao hoán Noether R, ta có Ass(R/Ik)⊆ Ass(R/Ik+1)

với k đủ lớn (xem Ratliff [11]), nghĩa là tồn tại số nguyên dương N2 sao cho

Ass(R/Ik)⊆Ass(R/IN2) với mọi k > N2. Nhiều tính chất đẹp của tập Ass(R/IN2)

được nghiên cứu trong [5].

Mục đích của luận văn là trình bày lại một số kết quả về tập các iđêan nguyên

tố liên kết của lũy thừa của iđêan cạnh được viết bởi J. Martinez-Bernal, S. Morey

và R. Villarreal trong bài báo [9]. Trong bài báo này bằng lý thuyết matching và

tối ưu tổ hợp, họ đã chứng minh được hai kết quả chính:

- Tập các iđêan nguyên tố liên kết của lũy thừa của iđêan cạnh tạo thành một

dãy tăng.

- Nhìn chung trong vành giao hoán Noether, Ass(R/IN2)⊂Ass(R/IN1), nhưng

với iđêan cạnh thì các tập ổn định này là như nhau, nghĩa là Ass(R/Ik)=Ass(R/Ik)

với k ≥max{N1,N2}.

Ngoài phần Mở đầu, Kết luận và Tài liệu tham khảo thì nội dung chính của

luận văn gồm hai chương:

Chương 1 là phần Kiến thức chuẩn bị. Trong chương này, ta nhắc lại một số

kiến thức về tập iđêan nguyên tố liên kết, iđêan đơn thức, đồ thị và iđêan cạnh và

bao đóng nguyên.

Chương 2 cũng là phần nội dung chính của luận văn, trình bày các kết quả

chính trong bài báo [9] về iđêan nguyên tố liên kết của lũy thừa của iđêan cạnh.

Ở chương này, ta tìm hiểu ba phần: Matching và Factor-critical, sự bảo toàn của

tập iđêan nguyên tố liên kết, bao đóng nguyên và các tập ổn định.

Phần kết luận của luận văn tổng kết một số công việc đã thực hiện.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

1.1 Tập iđêan nguyên tố liên kết

Cho R là một vành giao hoán, Noether, I là một iđêan của R. Các kiến thức ở

mục này được viết dựa theo [8] và [12].

Định nghĩa 1.1.1. ([12, Định lý 3.52], [12, Định nghĩa 4.1], [12, Bổ đề 4.5])

(i) Giả sử I 6= R. Khi đó tập Var(I) các iđêan nguyên tố p của R chứa I luôn có

ít nhất một phần tử tối thiểu theo quan hệ bao hàm được gọi là iđêan nguyên tố

tối thiểu của I. Tập tất cả các iđêan nguyên tố tối thiểu của I được ký hiệu là

Min(R/I).

(ii) Cho q là iđêan của R. Ta nói q là nguyên sơ nếu q 6= R và nếu ab ∈ q,a /∈ q

thì kéo theo b ∈
√
q với mọi a,b ∈ R.

(iii) Giả sử q là nguyên sơ. Khi đó p :=
√
q là iđêan nguyên tố của R và ta gọi q là

p-nguyên sơ. Hơn nữa p là iđêan nguyên tố nhỏ nhất của R chứa q, nghĩa là mọi

iđêan nguyên tố p của R mà chứa q thì đều chứa p. Vì thế p là iđêan nguyên tố tối

thiểu duy nhất của q.

Một phân tích I = q1∩ . . .∩ qn, trong đó qi là pi-nguyên sơ, được gọi là một

phân tích nguyên sơ của I. Phân tích nguyên sơ này của I được gọi là phân tích

nguyên sơ thu gọn nếu mỗi qi là không thừa (tức là không thể bỏ đi bất cứ qi nào

trong phân tích trên) và các pi là đôi một phân biệt.

Ví dụ 1.1.2. Trong vành các số nguyên Z, các iđêan nguyên sơ là và chỉ là các

iđêan có dạng mZ với m là lũy thừa của một số nguyên tố.
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Nếu q1,q2 là hai iđêan p-nguyên sơ của R thì q1∩ q2 cũng là iđêan p-nguyên

sơ của R. Vì thế từ mỗi phân tích nguyên sơ của I ta có thể đưa phân tích đó về

thu gọn bằng cách bỏ đi những thành phần nguyên sơ thừa và ghép những thành

phần nguyên sơ có căn bằng nhau.

Hệ quả 1.1.3. ([12, Hệ quả 4.18], Định lý duy nhất thứ nhất) Giả sử

I = q1∩ . . .∩qn = q′1∩ . . .∩q′m

là hai phân tích nguyên sơ thu gọn của I, trong đó qi là pi-nguyên sơ và q′i là

p′i-nguyên sơ. Khi đó n = m và {p1, . . . ,pn}= {p′1, . . . ,p′n}.

Giả sử I = q1∩ . . .∩ qn là phân tích nguyên sơ thu gọn của I, qi là pi-nguyên

sơ. Theo hệ quả trên, tập {p1, . . . ,pn} là xác định duy nhất (không phụ thuộc vào

phân tích nguyên sơ thu gọn của I) và được gọi là tập các iđêan nguyên tố liên

kết của I, ký hiệu bởi Ass(R/I) (xem [12, Định nghĩa 4.19]).

Nhìn chung các thành phần nguyên sơ qi không xác định duy nhất, nhưng nếu

pi là tối thiểu thì qi là duy nhất.

Định lý 1.1.4. ([12, Định lý 4.29], Định lý duy nhất thứ hai) Giả sử

I = q1∩ . . .∩qn = q′1∩ . . .∩q′n

là hai phân tích nguyên sơ thu gọn của I, trong đó qi là pi-nguyên sơ và q′i là

p′i-nguyên sơ. Khi đó nếu pi tối thiểu trong tập {p1, . . . ,pn} thì qi = q′i.

Theo định lý trên, các thành phần nguyên sơ qi ứng với iđêan nguyên tố liên

kết tối thiểu pi là xác định duy nhất, ta gọi chúng là các thành phần nguyên sơ cô

lập, còn lại được gọi là thành phần nguyên sơ nhúng của I. Nghĩa là ta có thể mô

tả lại phân tích nguyên sơ của I như sau:

I = q1∩ . . .∩qt ∩Q1∩ . . .∩Qs,

trong đó
√

qi ∈ Min(R/I), với i = 1, . . . , t được xác định duy nhất và
√

Q j với

j = 1, . . . ,s là các iđêan nguyên tố nhúng.

Ví dụ 1.1.5. Cho vành R = K[x,y,z] và I = (x2,y2,xyz) là iđêan của R. Khi đó ta

có phân tích nguyên sơ của I

I = (x2,y2,x)∩ (x2,y2,y)∩ (x2,y2,z) = (x,y2)∩ (x2,y)∩ (x2,y2,z),
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trong đó đặt q1 = (x,y2),q2 = (x2,y),q3 = (x2,y2,z). Ta có
√
q1 = (x,y) = p1,

√
q2 =(x,y)= p2,

√
q3 =(x,y,z)= p3 và các qi là các pi-nguyên sơ, với i= 1,2,3.

Đặt q′1 = q1∩q2 = (x2,xy,x2y2,y2) = (x2,xy,y2). Khi đó
√
q′1 = (x,y) = p1. Suy

ra I = q′1∩ q3 là phân tích nguyên sơ thu gọn của I và tập iđêan nguyên tố liên

kết Ass(R/I) = {p1,p3} là xác định duy nhất. Mặt khác, vì p1 ⊂ p3 nên trong tập

Ass(R/I) thì p1 là iđêan nguyên tố cô lập, p3 là iđêan nguyên tố nhúng. Do đó q′1

xác định duy nhất còn q3 chưa chắc đã xác định duy nhất. Thật vậy, tồn tại iđêan

q′3 = (x2,y2,z2,xyz) sao cho q′1 ∩ q′3 = I mà
√
q′3 = (x,y,z) = p3. Rõ ràng q′3 là

p3-nguyên sơ và q3 ( q′3.

Kết quả sau đây cho ta thấy iđêan nguyên tố liên kết được bảo toàn qua địa

phương hóa.

Định lý 1.1.6. [8, Định lý 6.2] Giả sử S ⊂ R là tập nhân đóng và N là một RS-

môđun. Xem Spec(RS) là một tập con của Spec(R), ta có AssR(N) = AssRS(N).

Nếu R là Noether thì với R-môđun M ta có Ass(MS) = Ass(M)∩Spec(RS).

Từ các kết quả trên, ta thấy rằng một iđêan nguyên tố p của R là iđêan nguyên

tố liên kết của I nếu tồn tại phần tử c ∈ R sao cho p = (I : c) = {r ∈ R | rc ∈ I}
(xem [12, Định lý 4.17]). Vì thế

Ass(R/Ik) = {p⊆ R | p ∈ SpecR và tồn tại c ∈ R sao cho p= (Ik : c)}.

Nhìn chung, ta luôn có Min(R/I) ⊆ Ass(R/Ik). Nếu trường hợp dấu bằng xảy

ra với mọi k thì I là xoắn tự do chuẩn tắc. Trong [1], Brodmann đã chỉ ra rằng

nếu R là vành Noether và I là iđêan của R thì tập Ass(R/Ik) là ổn định khi k

đủ lớn. Nghĩa là tồn tại số nguyên dương N1 sao cho Ass(R/Ik) = Ass(R/IN1)

với mọi k > N1. Số N1 nhỏ nhất thỏa mãn tính chất trên là chỉ số ổn định của I.

Mặc dù biết rằng tập Ass(R/Ik) là ổn định khi k đủ lớn, nhưng dáng điệu của nó

khi k đủ nhỏ vẫn ít được biết đến. Việc tìm chỉ số N1 hoặc xác định tập ổn định

Ass(R/IN1) là phức tạp bởi một iđêan nguyên tố p liên kết với lũy thừa nhỏ hơn

của I thì không nhất thiết lại liên kết với lũy thừa lớn hơn của I. Khi một iđêan I

sao cho p∈Ass(R/Ik) kéo theo p∈Ass(R/Ik+1) với mọi k > 1 thì tập Ass(R/Ik)

thỏa mãn điều kiện dãy tăng. Mặc dù được coi là rất đẹp nhưng ít lớp iđêan thỏa
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